Fourier-Reilhen
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Man kann praktisch alle periodischen Funktionen
als Uberlagerung von Sinus- und Cosinusschwingungen darstellen



Joseph Fourier (1768-1830)
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Wie kann man sie als Uberlagerung von Sinusschwingungen darstellen?



Hier ist eine erste Annaherung



Hier ist eine erste Annaherung

mrTrTrr17r 171717 17T 1T TTTTT
o™ N — [«

' TTTTTTTTTTTTTN
p < o @




Hier ist eine erste Annaherung

mrTrrr 7171717 1rT1rrTT
o™ N

T T TTT
-

=

T TTTTT
-

TT T T T T TN
o @

mit einer einzigen Sinusschwingung.
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mit einer Uberlagerung von drei Sinusschwingungen.



die Uberlagerung von zweien

-+ eine dritte = die Uberlagerung von dreien
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mit einer Uberlagerung von vier Sinusschwingungen.
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... und eine zehnte Naherung
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mit einer Uberlagerung von zehn Sinusschwingungen.
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mit einem Skalarprodukt
und dadurch mit einer Geometrie ausstatten.

Warum C und nicht R?

Welil man mit Sinus und Cosinus
besonders schon uUber die Euler-Formel rechnen kann!
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bekommt man
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1 b 1
fcl; ettdt = ﬁe“t|a = ﬁ(e“b — eH®),
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(die Funktionswerte f(¢) von f entsprechen
den Koordinaten f; eines Vektors f.)

Warum steht im Integral f und nicht £?

Zur Erinnerung: o 4 i = o — 10 ist die Komplexkonjugierte der Zahl o 4 .

f(t) := f(t) definiert die Komplexkonjugierte der Funktion f.

Warum also f und nicht f?
Weil damit das “Langenquadrat” < f, f > reell und nichtnegativ ist!
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Denn flr

f(#) = u(t) 4 iv(t)

mit reellwertigen Funktionen «(t) und v(t) hat man

FO @) = (u(t) —iw(t))(u(t) +w(t)) = u?(t) + v=(t)

und damit

£l =< £, f > = |7 (uP®) +02(®)) dt > 0.
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Die Funktion e hat also “Lange” v/2.
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Die Funktionen e und 1 sind also orthogonal.
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(also insbesondere die stetigen oder auch nur stiickweise stetigen f : [—m, 7] — C)

lasst sich als Fourierreihe,
sprich als Grenzwert von Linearkombinationen
des Orthogonalsystems {e, }72 __ darstellen:

Es gibt Koeffizienten {c;} so, dass
K
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Fur k = O ergibt sich:
eo(t) = 1.
Der nullte Fourierkoeffizient ist damit:

1

1 T
Co=—<€o,f>=—/ f(t)dt
2 21 J—7m

also der Mittelwert von f.



Mit der Euler-Formel



Mit der Euler-Formel

etft — cos kt + isin kt



Mit der Euler-Formel
etft — cos kt + isin kt

konnen wir die Sinusfunktion und die Cosinusfunktion



Mit der Euler-Formel
etft — cos kt + isin kt

konnen wir die Sinusfunktion und die Cosinusfunktion
Ins Spiel bringen.



Mit der Euler-Formel
etft — cos kt + isin kt

konnen wir die Sinusfunktion und die Cosinusfunktion
Ins Spiel bringen.

Das erlaubt es (wie wir gleich sehen werden)



Mit der Euler-Formel
etft — cos kt + isin kt

konnen wir die Sinusfunktion und die Cosinusfunktion
Ins Spiel bringen.

Das erlaubt es (wie wir gleich sehen werden)
die Fourierreihe einer reellen Funktion f



Mit der Euler-Formel
etft — cos kt + isin kt
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Ins Spiel bringen.

Das erlaubt es (wie wir gleich sehen werden)
die Fourierreihe einer reellen Funktion f
reell zu schreiben.
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Damit folgt fr £ = O

1 ™ .
C. / e "Rt dt

" 2n)x

:i<t 1 e—ikt‘ﬂ _/” 1 e—iktdt>
21w \ —k —T —7 —tk

(denn e?*t = e~tkt = (—1)* und < e, 1 >=0).
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f(t) =t, t € [—m, 7]

_ 1)k .
ck=—( kl)z

Also:
ap =c +c_ =0

b, = i(cy —cp) = (=) 2
F(t) = Y50 by, sin kit

Es gilt die GUberraschende Formel

sint sin2t @ sin 3t
t:2( B n In3t
1 2 3

), —m <t <.



2(51H)

2(si£1t . sir122t) 2(si£1t o sir122t + sir133t)
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—m <t

sint sin2t sin 3t
— (__ - )

1 2 + 3

Fir ¢t = /2 ergibt sich wegen
{sin(k3)} ={0,1,0,-1,0,1,..}, k=0,1,2,..,
eine hubsche,

allerdings von der Konvergenzgeschwindigkeit her kaum brauchbare
Reihendarstellung fir die Zahl :

7r=4<1—%—|—%—;—|—...>.
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Spezielle Losungen davon sind
harmonische Schwingungen mit in der Zeit abklingender Amplitude:

> 2,
ekt cos kz, ekt sin kz.

In der Tat:

%, 02
— (e_th cos k:c) — ke Rt cosha = 2 (e_th cos kx) ,
ot Ox2



5, 02

—0(t,x) = —=0(¢t, x).
SO0t @) = S0(t, )

Spezielle Losungen davon sind
harmonische Schwingungen mit in der Zeit abklingender Amplitude:

2 2, .
ekt cos kax, e k“tsin k.

In der Tat:

. o2
— (e—th COS k:v) — 12kt coskr = P (e—th COS kw) ,
€T

o 02
g <e‘k2tsin k:v) — _k2e Kt sin khy = e <e‘k2tsin kw) |
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Auch Linearkombinationen von e—*°t cos kz und e—%°t sin kx
l0sen die Warmeleitungsgleichung
(denn das Bilden von Ableitungen operiert ja linear):

5 e (ap, cos kx 4 b sinkx) =

82 K 2 -

— Z e (aj cOs kx 4 b Sin kx)

Ox2

k=0 k=0

Und auch der Grenzwert K — oo verhalt sich hier in aller Regel gutartig,
sodass man bekommt:

0 & k2 - 0% & ik -
— e (ap cOSkx 4 by sinkz) = — > e (aj, cos kx + by, sin kx)
ot ' =4 Ox? =0
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0(0,z) = f(x)

zu losen, reicht es also, die Funktion f in eine Fourier-Reihe zu entwicken:
f(x) = 302 (a, cos kx + by, sin kx).

Es ergibt sich dann als Losung:

@)
0(t,z) = ) ekt (ap coskx + by sinkx) .
k=0
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Beispiel:

Gegeben sei ein Anfangsprofil f : [0, 7] — R4
mit f(0) = f(x) = 0.

Denken wir uns f “ungerade fortgesetzt” auf [—m, 7]

(@lso f(—x) := —f(x))

und die Fortsetzung in eine reine Sinusreihe entwickelt:

f(x) = 3021 b sinkzx.

Dann I0st
0(t,z) == 3721 e_thbk sin kx

auf [0, 7] die Warmeleitungsgleichung
mit Anfangsbedingung f und Randbedingung 6(¢,0) = 0(¢,7) = O.
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